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Resume. Soit p > 5 un nombre premier. A I'aide de travaux anterieurs des 
deux auteurs, nous determinons la filtration par le S'L2{2ip)-socIe des Fp- 
representations lisses irreductibles de SL2{Qp). 



1. Introduction 

Soit p un nombre premier, que I'on choisit comme uniformisante de Zp, soit 
F une extension finie de Qp et soit ¥p une cloture algebrique du corps residuel 
Fp de Zp. Les recents travaux de Breuil-Paskiinas \BP\ et Hu [HuJ ayant trait a 
la recherche d'une classification des representations lisses irreductibles de GL2{F) 
sur Fp mettent en valeur I'importance cruciale de la comprehension des extensions 
entre representations lisses irreductibles d'un sous-groupe ouvert compact maximal 
hyperspecialQ iiT fixe de GL2{F) qui apparaissent comme sous-quotients d'une Fp- 
representation lisse irreductible donnee. 

Dans cette optique, nous nous proposons d'etudier la filtration par le 5*^2 (^p)- 
socle des representations lisses irreductibles de 5i2(Qp) sur Fp. Pour ce faire, nous 
allons utiliser certains travaux anterieurs des deux auteurs : en effet, le premier 
auteur donne dans [AbJ une classification complete des Fp-representations lisses ir- 
reductibles de SL2{Qp) tandis que, pour p est impair, le second auteur determine 
dans [MoT] la filtration par le GL2(Zp)-socle des Fp-representations lisses irreduc- 
tibles de GL2(Qp)- 

Avant d'enoncer notre resultat, nous rappelons que pour tout entier n G Z, on 
note Xn le Fp-caractere du groupe B{¥p) des matrices triangulaires superieures de 
GL2(Fp) defini par 

.f.((° :)):^<i", (LI) 

que I'on designe par a le Fp-caractere de -B(Fp) defini par o^^^ 

par u! le Fp-caractere lisse de trivial en p dont la restriction a Z^ est donnee 
par I'application de reduction modulo p, et que pour tout coefficient A G Fp non 
nul, on note fj,x le Fp-caractere lisse non ramifie de Qp envoyant p sur A. 

Theoreme 1.1. Soit r G {0, . . . ,p — 1} et soit A G Fp . Notons Is le sous-groupe 
d'lwahori standard de SL2{Qp), Ks S'L2(Zp) et Bs le sous-groupe des matrices 
triangulaires superieures de 5^2 (Qp)- 
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1. De telles representations sont parfois appelees poids de Serre dans la litterature. 

1 



2 



RAMLA ABDELLATIF AND STEFANO MORRA 



(1) La filtration par le Ks-socle de I'induite parabolique Ind'^^^ {fixLU^ ^ '') est 
donnee par 

SocFil(Indf/(x?))-SocFil(Indf/(x?_2))-SocFil(Indf/(x?_4))-- • • • 

(2) La filtration par le I'Cs-socle de la representation de Steinberg Sts est donnee 
par 

Sym^'-iFp— SocFil(Ind^^(a))— SocFil(Ind^.^(a2))— SocFil(Indf (o^)) — . . . . 

(3) La filtration par le Ks-socle de la representation supersinguliere tt^ est don- 
nee par 

Sym'^Fj-SocFil(Indf/(xl,_2))— SocFil(Indf/(xl,_4)) — • • • ■ 

Get article est organise de la fagon suivante : on commence par rappeler les resultats 
de [Ab| et |Mol| ayant inspire I'etude menee ici, et qui traitent respectivement des 
representations modulo p de SL2{Qp) et de la structure interne des representations 
modulo p de GL2{Qp). On demontre ensuite deux resultats techniques concernant 
le comportement des G'i2(Zp)-extensions apres restriction a 5'L2(Zp), dont nous 
deduisons finalement une preuve simple du Theoreme 11.11 

2. Preliminaires 

2.1. Notations. On fixe un nombre premier p. On note G GL2{Qp) de sous- 
groupe ouvert compact maximal hyperspecial K :— GL2{1'p) et de centre Z ~ 
dont le pro-p-sous-groupe maximal est note Zi. On designe par B le sous-groupe 
de Borel forme des matrices triangulaires superieures de G et par U son radi- 
cal unipotent. L'application de reduction modulo p induit naturellement une sur- 
jection de K sur GL2(Fp) qui nous permet de definir le sous-groupe d'lwahori 
standard / (resp. : son pro-p-radical /(I)) comme I'image reciproque par cette 
surjection du sous-groupe des matrices triangulaires superieures (resp. : et unipo- 
tentes) de GL2(Fp). Plus generalement, pour tout entier n > 1, on definit Ko{p") 

comme le sous-groupe des elements de K s'ecrivant sous la forme ^ ^ 



a, 6, c, d e lip. 



p''c d 



De meme, on note Gs '■= 5^2 (Qp) de sous-groupe ouvert compact maximal hy- 
perspecial standard Ks = (^p), de sous-groupe de Borel Bs :— Gs n B, 
de sous-groupe d'lwahori standard Is = Gs fl / et de pro-p-Iwahori standard 

/s(i) -Gsn/(i). 

Comme nous I'avons rappele dans I'introduction, on designe par uj le Fp-caractere 
lisse de Qp qui est trivial sur p et dont Taction sur Zp est definie par I'application 

de reduction modulo p. Pour tout coefficient A G Fp non nul, on note fi\ : Qp — > Fp 
le caractere lisse non ramifie qui envoiep sur A, et pour tout entier n S Z, on designe 

par le Fp-caract.re du groupe fini i.(Fp) d.fini par^x^ (( « J )) d". On 
note enfin a le Fp-caractere de i?(Fp) defini par a^^^ 

Remarque 2.1. Les caracteres Xn definissent par restriction des caracteres 
du groupe fini Bs{Pp) = B{¥p) n S'L2(Fp), qui definissent par inflation des Fp- 
caracteres lisses de Is que Ton note encore Xn ^- Notons qu'ils satisfont d'une 
part aux relations suivantes : 

V M e i?s(Fp), V n e Z, Xn{M) = xlJAf"!) ^ 
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et que I'on a d'autre part xio = det. 

Pour tout sous-groupe ouvert H de G, on dispose d'un foncteur d'induction 
compacte ind^ qui coincide avec le foncteur d'induction lisse Ind§ lorsque H est 
d'indice fini dans G. Pour toute Fp-representation lisse ct de et tout vecteur 
I) € (J, on note [l^v] I'element de md'^{a) de support egal k H et qui envoie I2 sur 

V. 

Ceci reste vrai si I'on remplace G par K et que Ton considere le sous-groupe d'indice 
fini H = Ko{p) de K. Dans ce cas, si a est une Fp-representation lisse de Ko{p) et 
si V est un element de cr, on pose alors, pour tout i G {0, . . . ,p — 1}, 

F,{v) E ^0 ( I ) [1,'^] e Ind^o(p)'^ ■ (2-1) 

Rappelons par ailleurs que toute representation lisse irreductible de Ks sur Fp 

2 

provient par inflation d'une representation irreductible Sym'^Fp de S'L2(Fp), et que 

toute representation lisse irreductible de K sur Fp provient par inflation d'une 

2 

representation irreductible Sym''Fp (g) det™ de GL2(Fp), avec r e {0, . . . ,p — 1} et 

2 

m S {0, . . . ,p — 2} uniques. Par abus de notation, nous noterons encore Sym''Fp 
2 

(resp. Sym''Fp ® det) la representation de Ks (resp. de K) correspondante. 
Enfin, si r est une representation lisse de Ks sur Fp, on note {soc'(r)}^gj5j sa 
filtration par le socle, que Ton definit comme suit : soc"(t) est le iCs-socle de 
r, i.e. le sous-Fp[ii'5]-module semi-simple maximal contenu dans t. En suppo- 
sant avoir construit soc*(t), on definit soc'+^(r) comme I'image reciproque de 
soc'^(t/(soc'(t))) par la projection canonique r t/(soc'(t)). On utilisera alors 
la notation 

soc1(t)— soc1(t)/soc*'(t)— . . .— soc"+1(t)/soc"(t)— . . . 
pour designer la suite des facteurs gradues successifs de la filtration par le socle de 

T. 

Plus generalement, si r est une Fp-representation lisse de Ks munie d'une filtation 
croissante (r| nous ecrirons 

SocFil(ro)— SocFil(Ti/To)— . . .— SocFn(T,+i/ri)— . . . 

pour signifier que : 

i) la filtration par le socle de r est induite par raffinemment par la filtration par 
le socle de chaque facteur gradue Ti+i/r^ ; 

ii) la suite des facteurs gradues de la filtration par le socle de r s'obtient en 
juxtaposant les suites de facteurs gradues associes aux filtrations par le socle 
de chaque Ti+i/ri. 

2.2. Representations modulo p de SL2{Qp). Les travaux presentes dans |Ab| 
fournissent sans hypothese sur p une classification exhaustive des classes d'isomor- 
phisme des representations lisses irreductibles de 5L2(Qp) sur Fp, ainsi qu'une 
description de la restriction a SL2{Qp) des representations lisses irreductibles de 
GL2{Qp) sur Fp. lis permettent notamment d'obtenir I'enonce suivant |Ab[ Theo- 
remes 0.1, 2.16 et Proposition 4.5]. 

Theoreme 2.2. Soit A e F^ et soit r e {0, . . . ,p - 1}. 

(1) La restriction a Gs definit un isomorphisme de ¥p[Gs]-modules : 
Resg^(Indg(MA ® /^A-i^'')) ^ Indif (MA^t^P-i-'-) 
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(2) Le ¥p[Gs\-'module Indf^'^^fix^'^^ ^ ^) est reductible si et seulement si le ca- 
ractere ii\2UjP~^^^^ est trivial. L 'induite parabolique Ind'^^ (1) est un¥p[Gs]- 
module indecomposable de longueur 2 admettant le caractere trivial comme 
sous-objet et la representation de Steinberg Sts comme quotient. 

(3) La restriction a Gs etablit un isomorphisme de ¥p[Gs]-modules de la re- 
presentation de Steinberg St de G vers la representation de Steinberg Sts- 

(4) La restriction a Gs induit un isomorpfiisme de ¥p[G s]-modules : 

Resg^ (7r(r, 0, 1)) ~ tt, ® . (2.2) 

Dans cet enonce, 7r(r,0,l) := Coker(T^ : ind|;j(Sym''Fp) ^ md%ziSym''¥p)) est 
la representation supersinguliere de GL2{Qp) de parametre r pr. Section 2.7]. On 
designe par / I'image dans 7r(r, 0, 1) d'un element / e md'^z{Syuf¥^). Les repre- 
sentations ttq, . . . , TTp-i forment quant a elles un systeme explicite de representants 
des classes d'isomorphisme des representations supersingulieres de Gs |Ab[ Section 
4.1] qui verifient en particulier les assertions suivantes [Abi Propositions 4.7 et 4.11]. 

Theoreme 2.3. Soit r e {0, . . . ,p - 1}. 

(1) L'espace 7:1^^^^ des vecteurs I s{l) -invariants de la representation supersin- 
guliere TTr est de dimension 1 .sur¥p et engendre par Vr '.= [L2,x'^]. 

(2) Le sous-groupe d'lwahori standard Is agit sur ni^^^'^ par le caractere w''. 

2.3. Structure interne des representations modulo p de GL2{Qp). On sup- 
pose desormais p > 5. Nous rappelons maintenant quelques resultats de |Mol| 
concernant la structure interne des representations lisses irreductibles de GL2{Qp) 
sur Fp, qui decrivent notamment la filtration par le if-socle des Fp-representations 
lisses irreductibles de dimension infinie de GL2{Qp) |Mol[ Theorems 1.1 and 1.2]. 

Theoreme 2.4. Soit (r, A) G {0, . . . ,p — 1} x une paire de parametres. 

(1) La representation Ind^(/iA (S> ^\-iui'^) admet la filtration par le K -socle 
suivante : 

SocFil(Indf (x'))— SocFil(Indf (x'o))— SocFil(Indf (x'a^)) — . . • • 

(2) La representation de Steinberg St de Gi2(Qp) admet la filtration par le 
K-socle suivante : 

Symf^^Fp— SocFil(Indf (o))— SocFil(Indf (a^))— SocFil(Indf (a^)) — . . . . 

(3) La restriction a KZ de la representation supersinguliere 7r(r, 0, 1) est scin- 
dee de longueur 2 .• 

^(r,0,l)|A-z ^n,®np_i_, . (2.3) 

Les representations IIj. et Hp-i-^ admettent respectivement les filtrations 
par le K-socle suivantes : 

Sym'^Fj— SocFil(Indf (x,'a''+i))— SocFil(Indf (x'a'^+^))— SocFil(Indf (x?a'^+^)) — ... 
et 

Sym^-i-'^F?— SocFil(Indf (x»)— SocFil(Indf (x'o^))— SocFil(Indf (x'o^)) — . . . . 
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3. Be K A Ks 

Cette section a pour but de combiner les resultats rappeles ci-avant afin d'obtenir 
deux enonces techniques nous perinettant de demontrer facilement le Theoreme 
11.11 Nous procedons comme suit : nous commengons par etudier plus en detail la 
nature des if-extensions entre poids de Serre contenus dans une representation lisse 
irreductible donnee de G, ce qui fournit un raffinement de I'enonce du Theoreme 
12.41 Nous prouvons ensuite que ces if-extensions restent non scindees lorsqu'on se 
limite a les considerer comme des ifg-extensions. 



3.1. Structure des i^-extensions entre poids de Serre. Traitons tout d'abord 
le cas d'une representation de la forme lnd'^{fix (g) fix-iuj^) avec A € Fp et r G 
{0, ... ,p — 1} fixes. Un calcul direct reposant sur la decomposition d'lwahori G = 
KB = BK montre, par application de la decomposition de Mackey, que le Fp[/ir]- 
module porte par h\d%{^x (g) est isomorphe a IndJ^^^Xr- D'apres [Moll 

§10], on dispose en outre d'un isomorphisme ii'-equivariantG 

lunIndf^(p„+i)Xr ^ IndxnsXr • 

iigN 

Par continuite du foncteur d'induction Ind^^j^p), on en deduit I'existenee d'un iso- 
morphisme de Fp[_ftr]-modules 

IndKo(p) ( 1™ Ii^d^|j[|^l+i)Xr ) ^ Ind^nsXr • (3-1) 

Par ailleurs, on sait grace a |Mol[ Proposition 5.10] que pour tout entier n > 1, 
la representation Ind^°|pl+i^Xr ^^t uniserielle0 de dimension p" sur Fp et qu'elle 
admet la filtration par le KQ{p)-soc\e suivante : 

Xr Xr^ Xr^ "*■ Xr^ 

On obtient done ainsi le premier resultat suivant. 

Lemme 3.1. Soit (r, A) G {0, . . . ,p — 1} x Fp une paire de parametres. Le Fp[_R']- 
module parte par Ind^(/XA ® Ma-i'^') isomorphe a Ind^l^j^pji?^^, oil := 
lim Ind^^l^l+i^Xr ^''^^ representation uniserielle de Ko(p) de longueur infinie 



admettant la filtration par le Ko(p)-socle suivante : 



Xr Xr^ Xr^ '" • 

La situation est analogue pour les Fp[_fi'Z] -modules 11,. et IIp-i-j. introduits dans 
I'enonce du Theoreme 12.41 Pour tout entier n £ N, notons cr" le Fp[iiro(p")]-module 

r 

d'espace sous-jacent ^^FpX*y~' sur lequel Taction de Ko(ji") est donnee par la 
formule suivante |Mol[ §3.1] : 



2. Done en particulier / = ^!'o(p)-equivariant. 

3. Ce qui signifie que sa restriction au sous-groupe U{'Lp) des matrices unipotentes de B n iC 
est une suite d'extensions non scindees d'objets irreductibles. 
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En posant i?„ := Ind^^j^pn) (cr"), on dispose grace a [Mo2l Lemma 3.4] d' une injec- 
tion de systemes inductifs 



"^R- 



■0 



Rn-1 ^ -^0 ®Ri ■ • • ffi-R„-2 Rn-l 



Rq ffifli ■ • • ffifl„ Rn+1 



qui induit un isomorphisme if-equivariant |Mol[ Proposition 3.9] 
lim Ro ©_R, • • • ©i?,. Rn+i ^ Ur . 



Chaque Rq ffi^- • • • 0^- Rn+i definit alors une representation uniserielle de dimen- 
sion finie sur ¥p dont la filtration par le ii'o(p)-socle est de la forme |Mo21 Theorem 
5.18] : 

Le lemme suivant etablit une relation importante entre Rq • • ■ ©^- ^n+i 

^0 ffifli • • • ®i?„ -Rn-l-l- 

Lemme 3.2. Pour tout entier impair n> —\, on dispose de la suite exacte courte 
suivante de ¥p[K]-modules : 

^ Symf^i-'Tjodef^ ^ Indf ^(p) (i?o ffi^- ■ • ■©^-i?^+i) ^ Ro®r,- ■ •©i?„-R«+i ^ 0. 

(3.2) 

Demonstration. La demonstration s'effectue par recurrence sur I'entier impair n > 
— 1, le cas n — —1 s'obtenant par un calcul direct qui repose sur la definition de 

Rn - Svm'^Fj^ et de R.q = vfa'' [M52l S3]. 

Le cas general se traite a I'aide du diagramme commutatif suivant |Mo21 Proposition 
3.5] : 



STRUCTURE INTERNE DES REPRESENTATIONS MODULO p DE SL2(Qp) 



7 



Par transitivite de I'induction compacte et ^Mo2 . §3], on sait qu'il existe un isomor- 
phisme de Fp[i^r]- modules Ind^|j(p)i?~^;^ = Rn+i- On deduit done de I'exaetitude 
du foneteur Ind^^^j-p-j et de la reciprocite de Frobenius compacte I'existence du dia- 
gramme commutatif a lignes exactes suivant : 

^ ■ • • ®_R„_i Rn-1 ^ • • • ffi_R„ Rn+1 ^ R-n+l I Rn 



^ Ind^^(p)(- • • ^ Iiidf„(p)(- • • i?„+i) ^ Rn+liRn 

Ainsi, si la suite exacte courte p.2p est verifiee pour I'entier ?i — 1 > —1, 1'application 
du lemme du serpent au diagramme ci-dessus implique directement que la suite 
exacte p.2p est verifiee pour I'entier n + 1, ce qui acheve la demonstration. □ □ 

La continuite et I'exaetitude du foneteur Ind^^^j^pj nous permettent en particulier 
d'en deduire le resultat suivant. 

Corollaire 3.3. Soit r G {0, . . .p—1} et soit 11^ le facteur direct du ¥p[K Z]-module 

2 

7r(r, 0, 1) de K-socle egal d Sym'^F^. On dispose alors d'une suite exacte courte de 
¥ p[K]-modules 

SymP-i-'-fJ ® def Ind^„(p) (i?" ^ ^ , 
oil R^ ^ := lini Rq ■ • • ffij^- Rn+i une representation uniserielle de di- 

mension infinie sur¥p dont la filtration par le Ko{p)-socle est donnee par 

3.2. Restriction a Ks- Nous allons maintenant etudier la restriction a Ks des 
extensions entre poids de Serre considerees dans la sous-section precedente. Com- 
mengons par rappeler un resultat du a Paskiinas [P, Proposition 5.4], qui traite le 
cas des ii'o(p)-extensions entre caracteres. 

Proposition 3.4. Soientx ^tip deux ¥p- caracteres lisses deK^ij)). L'espace d'ex- 
tensions Ext^f^^^^^/^^ [ip, x) est non nul si et seulement si ijj = xa. Dans ce cas, c'est 
un espace de dimension 1 sur¥p, et toute extension non triviale de xd par x admet 
une base (eo,ei) sur¥p pour laquelle Kq{p) agit sur par le caractere xa* et telle 
que 

1 + pa b 



pc 1 + pd 



ei = ei + ceo 



Fixons un parametre r G {0, . . . ,p — 1}. La structure de Fp[i^] -module portee par 
Ind^ij(p)Xr 6st donnee par |BP[ Lemma 2.3 & Theorem 2.4] et admet la description 
suivante : 

Sym'^fJ— SymP-i-''Fp (g) def si r ^ modulo (p - 1) , (3.3) 

Sym^-^Fp © Sym"Fp si r ee modulo (p - 1) . (3.4) 

Les fonctions Fi{v) definies par la formule (12. ip permettent en outre d'expliciter 
certains espaces de vecteurs invariants ou coinvariants sous Ko{p). Plus precisement, 
en fixant un vecteur non nul e G Xri dispose grace a [BP[ Lemma 2.5] des formules 
suivantes lorsque r ^ modulo (p — 1) : 

(socK(Ind^„(p)X?))''''^"^ = (Foie))^^; (3.5) 

(cosocK(Ind^^(p)Xr))Ko(p) = (^P-i(e))w • (3.6) 
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L'isomorphisme de Fp[ii']-modules Sym^^^Fp © Sym^Fp = Ind^^^jp^l permet de 
plus de deduire de |BP[ Lemma 2.6] les cas r — Oetr— p — 1 : 

(Sym''-iFp)^«(^') = {Foie)}^^ (3.7) 

{SymP-%)KUp) - {Fp^i{e) + [l,e])^^ (3.8) 

Sym°F; = {Fo{e) + [l,e])^^ (3.9) 

Nous allons a present utiliser la Proposition 13.41 dans le cas X = Xr POur construire 
nos extensions entre poids de Serre. Par exactitude du foncteur Ind^^jj-p^, I'extension 
non triviale E de xf-O- par xt- decrite dans la Proposition 13.41 definit une /C-extension 
de la forme 

^ Indf„(p)(x^) * ^ Indf„(p)(x^a) -> . 

Pour r ^ 2, on definit i?,. comme I'image reciproque de soc^f (Ind^^j^p^ (x^o)) dans 
I'extension induite 

cosocA-(Indf„(p)(x^)) * ^ Indf^(p)(x^a) , (3.f0) 
sous reserve de poser cosocx(Ind^^(-p-, (f )) Sym^'^^Fp. 

Pour r = 2, auquel cas on a = det, on definit i?2,o et i?2,p-i comme les images 
reciproques respectives de Sym^F^ ig) det et de Sym^'^^F^ ® det dans I'extension 

En particulier, on voit que Ej. (pour r ^ 2), £'2,0 et E2.P-1 possedent respectivement 
les filtrations iiT-equivariantes suivantesQ : 

(Er) : SymLf-i-'-JFp (g, def • • • SymL'-2JFj ® det ; 
{E2,o) ■■ det^ • • • det ; 

{E2,p^i) : Sym^'-^fJ ^ det^ • • • Symf-^fJ (g) det . 

Rappelons maintenant que pour tons scalaires Ao,/i G Fp, on a I'egalite suivante 
dans Ip/p^Zp [XCl Chap. IX, §1, n°3] : 

[Ao] + M = [Ao + /i] +p[P(Ao,Ai)] mod/ (3.11) 

avec P(Ao, /i) e Fp[Ao; p] polynome de degre p — 1 en Aq et de coefficient dominant 
egal a ±/z. 

Nous pouvons alors demontrer le resultat technique suivant, sur lequel repose notre 
preuve du Theoreme ll.il 

Lemme 3.5. Les representations de U{'Lp) portees par Er, E2.0 et i?2,p-i sont 
uniserielles. 

Demonstration. Notons E^.^ -©2,0 et _B2,p-i les quotients respectifs des Fp[[/(Zp)]- 
modules Er, i?2,o et i?2,p-i par le noyau de la projection naturelle sur les U{'Zip)- 
coinvariants 

SymLf-i-'-JfJ ^ ^^^r ^ (SymP-i- ^ det'>(z,) . 



4. Les extensions sont ici notees en pointille car a ce stade, nous ne savons pas encore que ces 
extensions sont non scindees : c'est I'objet du Corollaire 13.61 
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Ce soiit des representations de U{'Lp) qui satisfont par construction aux suites 
exactes courtes suivantes de Fp[C/(Zp)]-modules : 



(SymLP- 


l-'-JF>dct'-)t;(z,) -^E, - 


->SyniL'-2JFp - 


-^0 ; 


(3.12) 





(SymP-^Fj ® det2)a(z,) - 


£-2,0 > 1 — 


-^0 ; 


(3.13) 


(SymP- 


-^il ® Aet^)u(z^) E2,p-i - 




. 


(3.14) 



On pent done definir E^, (resp. i?2 oi £2p-i) comme la sous- representation de 
Er (resp. E2fl, -E2,p-i) obtenue par image reciproque de (SymL'^^2j]pJ);7(z,) (^ggp_ 

1, (Syn/"^Fp)^(^p)) a partir de la suite exacte (l3T^ (resp. ((3l3)) . (|3A4| ). La 
restriction a J7(Zp) des poids de Serre de GL2(Zp) etant uniserielle, il nous suffit 
de prouver que les ?7(Zp)-extensions E^, E2 q et i?2p-i sont pas scindees pour 
conclure. 

Pour ce faire, considerons une base (eo, ei) adaptee a I'extension non triviale E au 
sens de la Proposition O Les identites ^J^, et permettent 

alors de voir que Ton a 

E'r ^ (£p-i(eo),£o(ei))f^ , 



les fonctions Fp_i(eo) et Fo(ei) etant ici des elements de Ind]^^(p) (i?). 

Etant donne que 1 est un generateur topologique de Zp, Faction de U{Zp) sur 
E2 et E2 p_i est entierement determinee par Taction des matrices de la forme 

1 M 
1 



avec /i e Fp. En remarquant que F({eo) est nul dans i?^, E2 q et E2 p_i 

lorsque £ ^ p — 1, on obtient par un calcul direct reposant sur I'egalite modulaire 
(|3.1ip et sur la definition des vecteurs (eo, ei) que I'on a, pour tout scalaire non nul 

/leFp, 



1 

Ceci acheve la demonstration une fois que Ton a remarque que _Fp_i(eo) est fixe 
sous Taction de [/(Zp). □ □ 

Corollaire 3.6. (1) Les Ks-extensions portees par Er (pour r ^ 2), i?2,o 
E2.P-1 ne sont pas scindees. 

(2) La filtration par le K-socle de I'induite Ind^^^p-jX^ est stable par restriction 
dKs. 



Demonstration. La premiere assertion est une consequence directe du Lemme 
puisque U{7ip) est un sous-groupe de Ks- La seconde assertion decoule quant a elle 
du Lemme 13.61 et de la decomposition de Mackey qui assure que Ton a 

Indf{xr)\u(z,)-P(B1 

avec p representation uniserielle de [/(Zp) de dimension p sur Fp. □ □ 

4. Preuve du Theoreme 11.11 

Nous pouvons maintenant demontrer notre resultat principal, dont nous rappe- 
lons Tenonce ci-dessous. 

Theoreme 4.1. Soit r e {0, . . . ,p - 1} et soit A G Fp . 
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(1) La representation lTid'^^{^xijJ^ ^ admet la filtration par le Ks-socle sui- 
vante : 

SocFil(Indf/(x^))-SocFil(Indf/(x?_2))-SocFil(Indf/(x?_4))-. . . . 

(2) La representation de Steinberg Sts admet la filtration par le Ks-socle sui- 
vante ; 

Sym^'-^Fp— SocFil(Ind^.^(a))— SocFil(Ind^.^(a2))— SocFil(Indf (o^)) — . . . . 

(3) La representation supersinguliere iTr admet la filtration par le Ks-socle sui- 
vante : 

Sym'^F;-SocFil(Indf/(xl,_2))-SocFil(Indf/(xi,_4))-SocFil(Indf/(xl,.6))-... 

4.1. Cas des representations non supersingulieres. Fixons r S {0,...,p — 
1} et A e Fp. Par exactitude du foncteur d'induction compacte, le Lemme [3.11 
assure que le Fp[ii']-module porte par Ind^(/iy^ ® //y^rxw'") admet une filtration 
if-equivariante de longueur infinie dont les facteur gradues sont decrit par 

Indf (x?)-Indf (x»-Indf .... 

Par suite, les extensions eiitre les poids de Serre qui apparaissent dans la filtration 
par le if-socle de Ind§(/x^®/i^/prTw'') sont, a torsion par un Fp-caractere lisse pres, 
des extensions non scindees de la forme Ei, -£2,0. £'2,p-i ou Ind^^j^p-jXr'^"' a-vec i G 
{0, ... ,p — 1} different de 2 et j G N verifiant r — 2j ^ modulo (p—l). Le Lemme 
13.61 affirme alors que ces objets definissent des T^g-extensions non scindees, ce qui 
prouve le resultat voulu pour les representations de la forme Indg| {^i\UjP~^~^) grace 
aux Theoremes WI\ et et a I'egalite Is = Ko{p) D Ks- 

On en deduit directement le cas de la representation de Steinberg en rappelant que 
I'on dispose de la suite exacte courte non scindee de Fp[i4r]-modules 

1^1^ Indif (1) — > 5t5 1 . 

Comme le Ks-socle de la representation Indg|p|^g(l) est somme directe du ca- 
ractere trivial et du Ks-socle de la representation obtenue par inflation de la re- 
presentation de Steinberg du groupe fini SL2{¥p), celui-ci engendrant de plus le 
Fp[_ftr5]-module irreductible Sts, il suffit de remarquer qu'en restriction a /g, on a 
X2 = a pour deduire le resultat voulu de la i^g-filtration de Indg^(l)Q. 

4.2. Cas des representations supersingulieres. Pour terminer la preuve du 
Theoreme 11.11 nous allons relier les representations supersingulieres de Gs aux 
representations 11^ de KZ definies dans le Theoreme 12.41 

Lemme 4.2. Soit r € {0, . . . ,p—l}. Le ¥p[K Z]-module Hr est stable sous I'action 
de Gs, et la representation de Gs qu'il definit est alors isomorphe a tt^. 

Demonstration. Un calcul direct base sur la definition de 11^ donnee dans |Mol[ 

Proposition 3.9] montre que 11^ est stable sous Taction de ao 

Comme la decomposition de Cartan assure que Gs est engendre par A'5 et par 
ao, cela sufSt a prouver que 11^ est un sous-Fp[G's]-module de 7r(r, 0, 1). II suffit 
ensuite de remarquer que u,. appartient a 11^ pour obtenir que tt,. =< Gs ■ Vr >f 
est contenu dans 11^, puis de comparer les decompositions de 7r(r, 0, 1) donnees par 
les Theoremes 12.21 et 12.41 pour en conclure que les Fp[G's]-modules tt^ et 11^ sont 
isomorphes. □ □ 




5. Qui correspond au cas (r, A) = (p — 1, 1). 



STRUCTURE INTERNE DES REPRESENTATIONS MODULO p DE SL2(Qp) 
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On demontre alors le cas supersingulier du Theoreme 11.11 comme suit : le CoroUaire 
13.31 et I'exactitude du foncteur d'induction compacte assurent que admet une 
filtration ii'-equivariante de longueur infinie dont les facteurs gradue sont decrits 
par 

Sym'-fJ-Indf (x>'^+^)-Indf (x?a'^+2)-Indf (x?a'-+3)-. . . . 

Par suite, les extensions entre poids de Serre qui apparaissent dans la filtration 
par le if-socle de 11^ sont, a torsion par un caractere lisse pres, des extensions 
non scindees de la forme Ei, i?2,0i -E'2,p-i ou Ind^^^pjXr'^"' avec i G {0, . . . ,p — 1} 
different de 2 et j £ N verifiant r — 2j' ^ modulo p — 1. Le Lemme 13.61 afHrme 
que ces objets definissent des i^s-extensions non scindees, ce qui prouve le resultat 
voulu grace an Lemme W?^ an Theoreme 12.41 et a I'egalite Is — Ko{p) fl Ks- 

4.3. Deux remarques. 

1) Les resultats presentes dans cet article restent valables lorsque p = 3. La 
difficulte de ce cas reside essentiellement dans la complexite technique des 
calculs a mener pour obtenir la filtration par I'lwahori-socle des represen- 
tations Roo introduites dans la Section [^751 

2) Le groupe SL2{Qp) possede deux classes de conjugaison de sous-groupes 
ouverts compacts maximaux hyperspeciaux. II est done naturel de s'inter- 
roger quant a I'influence possible du choix de cette classe sur les resultats 
obtenus ci-avant. II suffit toutefois de remarquer que Paction de I'element 

a = ^ Q ) ' "^^'^^ Paction par conjugaison echange les deux classes de 

sous-groupes ouverts compacts maximaux sus-mentionnees, echange aussi 
les composantes 11^ et IIp-i-^ introduites dans le Theoreme l2.4l DOur verifier 
immediatement que Pon dispose d'enonces parfaitement analogues si Pon 
s'interesse aux filtrations par le Kg :— ai^sa^^-socle des representations 
lisses irreductibles de SL2{Qp) sur Fp. Autrement dit, le choix de la classe 
de conjugaison de sous-groupes ouverts compacts maximaux hyperspeciaux 
consideree n'a pas d'infiuence sur les resultats obtenus. 

3) Remarquons enfin que pour certaines valeurs de r, la filtration par le Ks- 
socle de la representation supersinguliere tt^ est donnee par la suite suivante 
de poids de Serre : 

Sym'-fJ— SymP-^-'-f J_Sym''+2Fj— SymP-^-'-fp— Sym''+4Fj— . . . , 

et semble ainsi, pour des raisons que nous ne savons pas encore expliquer, 
refleter la structure de Parbre de Brauer de SL2{¥p) |Hum[ Section 9.9]. 
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